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Soient M une variete, V un ouvert de M, et P un op&rateur differentiel elliptique 
du second ordre, g coefftrcients C” et reels tel que Pl < 0. Soit A y I’operateur induit 
par P dans I’espace de Banach C,(v) des fonctions continues sur V nulles au point 
I I’intini de V, muni de la norme du supremum. On dlmontre que A, engendre un 
semi-groupe fortement continu a contraction ssi il existe K compact de V, h 
fonction continue strictement positive dans w et nulle au point 1 I’intini de V 
telle que (1 - P) h soit la distribution associie ii une fonction continue non negative 
dans v\K. On en ddduit immtdiatement un resultat bien connu: si M est une variiti 
de Cartan-Hadamard, A, engendre un semi-groupe fortement continu a contraction 
dans C,(M). 
Let M be a manifold, V an open set of M, and P an elliptic differential operator 
of the second order, with real C” coefficients and such that Pl < 0. Let A, be the 
operator induced by P in the complex Banach space C,(v) of all continuous 
functions vanishing at the point at infinity of V, endowed with the supremum norm. 
One proves that A, generates a strongly continuous contraction semi-group iff there 
exists K compact of V, h continuous strictly positive in VjK and 0 at infinity of V 
such that (1 -P) h is the distribution associated to a nonnegative continuous 
function in VjK. One deduces immediately from that a well-known result: if M is a 
Cartan-Hadamard manifold, A,,, generates a strongly continuous contraction semi- 
group in C,,(M). 
0. INTRODUCTION 
Le but de ce papier est d’etablir une condition necessaire et sufftsante pour 
qu’un opirateur elliptique d’ordre 2, L, a coefftcients C”O et reels (L 1 < 0) 
sur une variete M non (necessairement) compacte, engendre dans un ouvert 
V de A4 un semi-groupe. 
Vaguement parlant, on s’inttresse ii savoir sous quelle conditions de 
regularite de V, necessaire et sufisante, le probleme de Cauchy avec 
condition au bord nulle 
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est rCsoluhle. 
au/at = Lu, vt > 0, vx E v, 
u(O, x> =f(x>, VXE v, 
44 ->lav = 0, VtE R,, (1) 
Plus prc:cisCment, tout en forcCment restant vague dans cette introduction, 
au couple (L, V) est associC dans l’espace de Banach C,(v> des fonctions 
continues sur V g valeurs complexes, nulles g l’infini (point g l’infini du 
compactif t d’alexandroff de v) muni de la norme uniforme 1’opQateur Av 
ayant pour domaine le sous-vectoriel dense de C,,(V) form6 des fonctions de 
C,(V) tell%:s que Lf, pris au sens des distributions, appartienne B C,,(V) et tel 
que Avf =: Lf pour f E D(A,). Ici A, est un opCrateur Ce1, dissipatif fermt i 
domaine c ense dans C,(V). 
Le problbme, tr&s vaguement formulC ci-dessus, est de savoir sous quelle 
condition de r&gularit& de V, Gcessaire et sufflsante, 1’opBrateur A, engendre 
sur l’espac e C,,(V) un semi-groupe; par “4 y engendre le semi-groupe (PI)” on 
veut dire que A, est le gMrateur, i.e., le g6nCrateur infinitbsimal dans la 
terminoloi;ie vraiment classique [3, p. 931 du semi-groupe (P1). 
PrCcisoiis encore que, sauf mention expresse du contraire, les semi-groupes 
(nous en tplojerons, do&avant la notation abrlgCe s.g.) que nous 
considkrolts ont toujours supposb fortement continus. Par conskquent, sauf 
si le conti,aire est explicitement p&is& le terme semi-groupe veut toujours 
dire semi-groupe fortement continu. Notons encore que A, g&n&rateur d’un 
s.g. sur C,,(v) est Cquivalent d’aprks Vilenkin [ 16, p. 1321. gA, fermC et i ce 
que le prcblkme de Cauchy abstrait 
du/dt = A y u, 
dans l’espace de Banach C,(V), soit uniformkment bien posi. Ceci veut dire 
tout d’abcrd que quel que soit f E D(A,) il existe une et une seule application 
dite “solution” u& C’(lR+; C,(V)) telle que u,.(O) =f et pour tout t E R +: 
u/(t) E D(A,) et if(t) = A,z+(t); de plus quel que soit la suite (f,) E D(A,), 
f, + 0 la I uite des solutions ur, converge uniformkment vers 0 sur tout inter- 
valle corn 3act de R + . 
Utilisar t les risultats de Lumer sur les opkrateurs locaux 17, voir 
spbcialem :nt le ThCortme 5.41 on montre que le probleme de Cauchy avec 
valeur nulle au bord est rksoluble dans V ouvert de M si et seulement si V est 
quasirkgu‘ier g l’infini, ceci voulant dire qu’il existe K compact de V, h > 0 
dlfinie et continue dans v\K, nulle B l’infini telle que Lh pris au sens des 
distributic’ns posdde un reprisentant continu et (1 -L) h > 0 dans v\K. 
Pour cettt: partie, l’essentiel du travail consiste done en la virification des 
hypothbes de [7, ThCorime 5.41; pour plus de pricisions voir la Section 1 de 
ce travail 
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En ce qui concerne la rtgularite des solutions, on montre que si V verilie 
la condition nkessaire et suffisante d’existence de s.g. solution mention&e 
ci-dessus, les solutions associees au s.g. sont de classes C” sur I4 +* x V (voir 
la proposition 2.2 et le Thloreme 2.6, partie 2(iii) pour la signification 
precise des termes precedents) et que si en outre V est relativement compact 
dans M alors le s.g. solution est holomorphe. 
Finalement, i titre d’illustration, nous traitons le probleme de la 
generation de l’opirateur de Laplace-Beltrami sur une varieti M i courbure 
sectionnelle negative (complete t simplement connexe) recapturant ainsi des 
resultats de [l, 15, 171. La difference essentielle avec [ 171 est que par nos 
methodes nous obtenons directement un s.g. dans l’espace C,(M), i.e., un s.g. 
“s’annulant a l’infini.” 
Alin de rester comprehensible, nous allons faire quelques preliminaires. 
Pour plus de details sur les operateurs locaux le lecteur est renvoye a [7,8]. 
Le lecteur est aussi invite a prendre connaissance dts maintenant du 
Theoreme 2.6 qui rassemble n termes classiques les resultats des Theoremes 
2.1, 2.5, et 2.7 et de la proposition 2.2. 11 peut aussi consulter la note de 
compte rendu [ 121. 
1. PR~LIMINAIRES 
Les resultats et notions qui suivent sur les operateurs locaux sont essen- 
tiellement dus a Lumer. Soit R un espace localement compact Hausdorff ce 
qui supposera toujours implicitement i base dtnombrable de topologie. 
Notons @(52) l’ensemble des ouverts non vide de a, @#2) designera la sous- 
famille de B(s1) formie des ouverts de B(0) qui sont relativement compacts. 
Soit A = {AY},,,o, une famille d’operateurs index&e par S(G); pour 
V E @(.f2), A ” est un operateur (lineaire) dans I’espace vectoriel C(V) des 
fonctions continues sur V a valeurs complexes. 
Notons D(A, V) le domaine de l’operateur A “; sifE D(A, V), on dit que f 
est A-derivable dans V. On dit [7,9] que A est un operateur local sur R ssi 
quels que soient Vi, V, E S(Q) tels que V, soit contenu dans I’,, alors pour 
toWE W, ~z)Jlv, E WY VI) et A “T.flv,) = (A “*f>lv,. 
Si f est A-derivable au voisinage de x E R, alors clairement la valuer au 
point x de GbLflw))( x ne depend pas du voisinage W de x suffisamment 1 
petit choisi; on la note @f)(x). Etant donne un opirateur local A sur 0, 
celui-ci induit pour chaque V E B(Q), un operateur A v dans C,(V), 
restriction de l’optrateur A ” i l’espace vectoriel des f E C,(V) n D(A, v) tels 
que A “SE C,(V). 
Sur A on fait l’hypothtse suivante disant grosso-modo que A se comporte 
comme un operateur differentiel reel du second ordre: 
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VE ?J(J2) ftZ D(A, V) et K compact contenu dans Y tels que 
supVy ]f] < sup, ]f] implique: il existe x E V telque If(x) = ]]fl] 
et R : Af(x)f(x) < 0. (2) 
Si Vc: ec(J2) et 3V non vide, la condition (2) equivaut i -i-- 
supycav lul,+JJIf(x)] < sup, IfI implique il existe x E V tel que If(x)/ = llfll 
et Re Af(: :)f(x) Q 0 (dans cet article, sauf mention expresse du contraire, si 
f est une bnction, l]f]] designe la norme du suprtmum def). Lorsque A a 
cette prop&e on dit que A est localement dissipatif. Supposant l’existence 
d’une base d’ouverts W de a(Q) tels que D(A w) soit dense dans C,(W) et A 
localemen. dissipatif, Lumer montre dans [9] que A est “localement 
fermable.” Ceci permet, toujours d’apres 191, de considerer 1 la “fermeture 
locale” dl: A; noter qu’en general on a seulement (A,)- c (z),; nous 
abrivions ce dernier AY. Rappelons que (J g) E 1’ ssi il existe (V,,) suite 
croissante d’ouverts de J2 de limite V, u,) suite de fonctions A-derivables 
dans V,, klle que f, -+ f uniformement sur tout compact, et Af, + g unifor- 
mement sir tout compact. On pose alors X = (AY}veb(n). L’operateur A 
possede les proprietes uivantes: 
1.1. TH BORI?ME 191. L’operateur 2 est un operateur local, localement 
dissipatif, localement ferme, semi-complet, qui prolonge A, et qui est le plus 
petit prokngement, localement fermi’ et semi-complet de A. Si A est reel, A 
est reel. 
Expliquons la terminologie. Par A localement ferme on veut dire que pour 
tout V E L T(Q) l’opirateur induit par A ’ dans C,(V) est ferme. Semi-complet 
veut dire que pour tout V E B(Q), toute suite croissante (I’,,) E B(Q) 
tendant wrs V, tout f E C(V) tel que f IV, E D(A, V,) quel que soit n, appar- 
tient i D(A, V). L’operateur A reel signifie que quel que soit V E @(a), 
f E D(A, I’),TE D(A, V), et AT= (Af)-; ici bien sur “-” signifie “complexe 
conjugue.” 
Dans c: contexte, le resultat central concernant le probleme de Cauchy 
(pose en llorme uniforme, avec valeur nulle au bord) (pose tel que rappele 
dans l’introduction) est le suivant: 
1.2. TE~OR~ME [7, Theo&me 5.4; 91. Soit A un operateur local sur un 
espace localement compact Q. On suppose: 
(i) A localement dissipattx 
(ii) l’existence dune base de WE B(R) tel que D(A,) soit dense 
duns C,( IV); 
(iii) A reel; 
(iv) Pexistence dune famille exhaustive d’ouverts Cauchy reguliers 
pour A. 
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Alors le probEme de Cauchy, correspondant ci A, est rksoluble pour 
V E 4(51) ssi il existe une barri&e de Cauchy pour V, relative ci A, et D(x,) 
dense duns C,,(V). 
Par l’existence dune famille exhaustive d’ouverts Cauchy reguliers on veut 
dire que pour tout U E @(.f2) et tout K compact contenu dans U, il existe 
G E @@2) tel que Z(1 -A,) et D(&) soient denses dans C,(G) pour au 
moins un I > 0. Dire qu’il existe une barriere de Cauchy pour V est 
synonyme de V quasi-regulier i l’infini defini dans l’introduction. 
Le Theoreme 1.2 est un resultat d’approximation. Disons quelques mots 
sur sa demonstration. Soit V E S(a), h une barriire de Cauchy pour V. Soit 
G,cG,,cG,cG,c...cG, c G, c G,+lc...cV une suite d’ouverts 
Cauchy-reguliers telle que U, G, = V. Ici XV est un optrateur dissipatif 
ferme et D(A,) est dense darts C,(V) par hypothese. 11 suffit done par le 
theorime de Lumer-Phillips de montrer que Z( 1 - A,) est dense dans C,(V). 
SoitfE X(V, IR) et u, E C,(G,) la solution de (1 -A> u, =&,; on suppose 
n suffkamment grand pour que supp f qui est compact soit contenu dans G, 
ce qui implique flc. E C,(G,). Pour n > m, u, - urn est (1 - A)-harmonique 
dans G, et vtritie a ce titre un principe du maximum, derive de la 
dissipativite locale de A, analogue au cas classique. La barriere de Cauchy h 
est utilisee ainsi que le principe du maximum pour fonctions (1 - 2) surhar- 
monique pour montrer que la suite (uJnEN est de Cauchy pour la structure 
uniforme de la convergence compacte, et que la fonction limite u s’annule au 
point a l’infini de V. Pour montrer que la condition est nbcessaire, il suffit de 
considerer g E C,(V), g > 0, et h E C,(V) telle que (1 - A) h = g. 11 est aid 
de voir par dissipativite locale que h > 0. Le point delicat est alors de 
montrer que h > 0. 
Dans ce qui suit, le terme variete sous-entendra toujours variite de classe 
C” telle que l’espace topologique sousjacent soit de Hausdorff et possede 
une base denombrable de topologie. La variete M peut etre compacte; 
d’ailleurs le cas non compact sera derive du cas compact par la technique du 
double d’une variett a bord. Comme dans le resultat general, on ne suppose 
pas la variete orientable, par distribution sur la variete M on veut dire une 
forme lineaire continue sur l’espace vectoriel 63(M) des densites de classe 
C” a support compact dans M muni de sa topologie usuelle de limite 
inductive stricte d’espace de Frechet. Rappelons que la valeur d’une densite 
au point m E M est un d-covecteur tordu (d = dim M), i.e., une application < 
de l’ensemble {O,, 0,} des deux orientations de T,,,M dans AdT,*M telle que 
((0,) = -<(O,). L’important est que si fE Yii,,(M) et a, E g(M), Jfi a un 
sens independamment de toute question d’orientation possible ou non de M. 
Ceci permet comme dans le cas classique d’injecter continuement L:,,(M) 
dans g’(M). Pour plus de details le lecteur est renvoye a [ 14, pp. 92-1221. 
Dans toute la suite P dtsignera toujours un optrateur differentiel sur M 
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elliptique d’ordre 2, a coeffkients C” et reels et tel que Pl < 0. On lui 
associe 1 opirateur local sur M dtfini par: quel que soit VE b(M), 
D(A, V) =: (Y’(V) et Af = Pf, pour tout fE D(A, V). On voit de suite que A 
est un okateur local, reel, localement dissipatif, et que quel que soit 
VE 4(M), D(A,) est dense dans C,(V). L’operateur A, &ant localement 
dissipatif et possedant une base d’ouverts WE 4(M) telle que D(A,) soit 
dense dais C,(w>, est localement fermable. Par le Theoreme 1.1 sa 
fermeture locale 1 est un operateur local, reel, localement dissipatif, 
localement ferme, et semi-complet qui prolonge A. Rappelons que si 
V E @‘(A4 I et T E g’(V), alors PT est l’unique distribution dans V, definie 
par (PT, ~0) = (T, ‘Pq) quel que soit (D densite de classe C” a support 
compact dans V. Ceci a bien un sens car toute densite C” a support 
compact 11ans V peut-itre consideree comme une forme lineaire continue sur 
1’E.V.T. C’;(V) des fonctions de classe C” a support compact dans V (une 
forme 1inl:aire continue sur Cg(V) est appelee “densite distribution” dans 
[ 141). Pour la construction detaillee du prolongement d’un operateur 
differentiel a l’espace des distributions voir [ 14, pp. 121-1221. Ce 
prolongenlent sera appele ici, en termes vagues, “operateur P pris au sens des 
distributions;” on rencontrera egalement l’expression “Pf au sens des 
distributiclns” pour designer P prolongit calculi sur la distribution associee a 
f: On ne f :ra pas explicitement la distinction entre P et son prolongement aux 
distributions. Cela &ant, on voit de suite que ATfest quel que soitfE D@, V) 
l’unique representant continu de Pf, i.e., l’unique fonction continue dans V 
telle que la distribution associee soit Pf, Pf &ant pris au sens des 
distributions. 
Les ra sonnements utilises dans le lemme suivant sont tres largement 
inspires ce la methode de resolution P-W-B (Perron, Wiener, Brelot) du 
probleme de Dirichlet. Se limitant a demontrer ce dont on a strictement 
besoin pour la suite, les techniques ont tres elementaires. 
1.3. Lr MME. Soit G E @@4) tel que C soit une sowvarie’tk compacte ci 
bord de ~vl. Alors pour toute fonction continue C+I sur 8G d valeurs rkelles 
posskdant un prolongement g continu sur G ci valeurs rkelles, A-derivable 
dans G, ~@rriJiant (A- 1)($1 G) > 0, il existe u continue sur G, A-dkrivable 
dans G tulle que uJac = (p et (A-- 1) u = 0. 
Preuve On suppose aG # 0, le cas aG = 0 &ant immtdiat. Soit w une 
fonction ( ontinue sur G a valeurs reelles. Nous dirons que w est une fonction 
(A-- 1)-sc)usharmonique ssi pour tout B (A-- 1).rigulier (regulier sans 
adjectif voulant dire Dirichlet rtgulier; en particulier relativement compact) 
relativemI:nt compact dans G et tout h fonction continue sur B i valeurs 
reelles sa isfaisant (2 - l)(h Is) = 0, la relation w las < h lar, implique w lg< h. 
Remarquons que G posdde une base d’ouverts (A- 1)-regulier; en effet 
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localement on peut travailler dans le domaine d’une carte. De la definition 
suit immtdiatement que l’enveloppe superieure de deux fonctions (A- l)- 
sousharmonique sur G est encore (A- I)-sousharmonique sur G. On a 
egalement, comme dans le cas classique, stabilitl de la classe des fonctions 
(x-- 1)-sousharmoniques par balayage sur le complementaire d’un ouvert 
B E flc(G) (A- 1) re u ier a savoir: si w est (I- 1)-sousharmonique dans G ‘g 1’ 
alors la fonction wB obtenue en rempla$ant w dans B par la solution du 
probleme de Dirichlet relatif a (I- 1) de don&e wlae, est sousharmonique 
dans G. 
Soit-5$ l’ensemble des fonctions contenues w sur G, a valeurs reelles, qui 
sont (A - 1)-sousharmoniques dans G, qui dominent 6 et &gales i q sur la 
front&e de G. Par dissipativite locale de A, )I wII < 11@/. Considerons alors 
l’enveloppe superieure u de la famille filtrante croissante 2$-I,. Montrons 
que u est (x-- I)-harmonique dans G. Soit y E G. 11 existe une suite 
(w,) c Y6 telle que lim, w,(v) = u(u). Considlrons un voisinage ouvert B de 
y, @-- 1)-regulier, connexe et de fermeture contenue dans G. Soit z/, la 
balayee dans G de w, sur C B. Ici un> w, et u,, E 9”. Done u(y) E 
lim, u,(y). De la dissipativite locale de A, suit IIv,II ( II$II. Sachant que A 
est contenu dans l’operateur P pris au sens des distributions et restreignant B
au besoin pour que celui-ci soit de fermeture contenue dans le domaine d’une 
carte on en deduit l’existence d’une fonction 2, (A- 1)-harmonique dans B et 
d’une sous-suite (v,J de (v,) telle que unklB -+ u uniformement sur tout 
compact de B. On a ZJ < ~1, et u(y) = u(y). 
Montrons que u = ~1~. Supposons un instant qu’il existe z E B tel que 
u(z) < u(z). 11 existe Ej E Y6 tel que u(z) < W(z). Soient sk l’enveloppe 
superieure de W et unk et qk la balayee dans G de sk sur C B. Raisonnant 
comme dans l’alinea precedent, on montre qu’il existe une sous-suite (qkj) de 
(q,J et g une fonction (x - 1)-harmonique dans B telles que qkjIB --) g unifor- 
mement sur tout compact de B. On a u < g < u lB et v(y) = g(y) = u(y). Par 
le principe fort du maximum u = g. Or u(z) < W(z) <g(z). D’ou l’absurdite. 
Done u(, = u et par consequent u est (A-- 1)-harmonique dans B. La 
(A- l)-harmonicitt &ant une propritte locale car equivalente a la (A - 1) 
harmonicite du fait que ,? est contenu dans l’operateur P pris au sens des 
distributions, il s’en suit u (A- I)-harmonique dans G. 
Pour conclure, il nous reste a etudier le comportement de u i la front&e 
de G. Soit x0 E aG; G &ant une sous-variltt compacte a bord de A4, il existe 
W voisinage ouvert de x, tel que Wn G soit connexe avec a( Wn G) # 0 
et une fonction h (2 - I)-surharmonique dans W n G, continue sur W n G, 
strictement positive sur W n G\{x,} et nulle en x0. Soit E > 0 et considerons 
une fonction 6 definie dans un voisinage de x0 dans M, reelle, (A- 1) 
harmonique, et prenant la valeur rp(xO) + 3.5/4 au point x,,. Par restriction de 
W, si necessaire, on peut supposer 6 definie sur Wn G, p laG,-,p ,< p(x,) + 
42 G 4aGnw. Done pour C suffkamment grand et w E YG, w < 6 + Ch sur 
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a( W n G), done dam W n G eu egard a la dissipativitt locale de 1. D’od il 
suit u Cd + Ch dans WnG et consequemment i%yownc,y+xou(y) < 
7 &x0) + 3&,‘4 ce qui entraine, E &ant >0 et arbitraire llmy..,,,,O u(y) Q cp(x,,). 
D’autre part u > GIG, ce qui entraine lky,.,,,,O u(y) >, o(x,). D’oi il existe 
‘i%,,,+x, u(y) et celle-ci vaut rp(+). Q.E.D. 
Venons-:n au resultat central sur les variites compactes d’ou nous 
diduisons Le cas general. 
1.4. PROPOSITION. Supposons M compact. Alors 
(i) A,,, est prege’ne’rateur dun s.g. a contraction et 
(A,)=& 
(rappelons que A, est l’operateur induit par la fermeture locale 1 de A dans 
C,(M) = Wf)); 
(ii) 2 est egal h P “pris au sens des distributions,” i.e., pour 
U E B(M), f E C(U) est z-derivable dans U ssi il existe g E C(U) de 
distributio,t associee Pf, et Af = g; 
(iii) 1 possede une famille exhaustive d’ouverts Cauchy reguliers; 
(iv) le probleme de Cauchy correspondant d x (pose’ en norme 
uniforme, avec valeur nulle au bord) est resoluble pour V E B(M) ssi il 
existe, reh tivement a .& une barriere de Cauchy pour V. 
Preuve. On peut evidemment supposer sans wire a la gentralite M 
connexe. 5oit TZ le champ de tenseurs deux fois contravariant et symttrique 
sur M defini par 
4x1 @W(x), dv(x)) 
= ,lmm (iA)-’ exp(-iAv(x))(P(u exp(ih)))(x), 
quel que soit x E M et u, v fonctions de classe C” sur M a valeurs reelles. 
Posons alors g(x)(X, , X,) = x(x)(& id,, ,8; ‘&J quels que soient x E M et 
X,, X, E r,M, dXi (i = 1, 2) designant la forme lineaire “evaluation en Xi)’ 
sur (T,M)* et BX l’isomorphisme de Riesz de l’espace de Hilbert reel 
((T,M)*, n(x)) sur son dual. Ici g est un champ de tenseurs deux fois 
covariants symetrique sur M et la forme quadratique sur T,M associie a g, 
est definic positive quel que soit x E M. L’operateur P s’ecrit de man&e 
unique SOJS la forme A + Y + c, oi A est l’operateur de Laplace-Beltrami 
sur la vat i&e riemanienne (M, g), Y une section C” du fibre tangent au- 
dessus de M, et c = Pl. Soit T,I la densiti element de volume riemanien sur M 
et considi,rons P’ le transpose metrique de l’operateur P, i.e., l’operateur 
differentie, defini par (P’rp, w)L2(tlj T (q, P~JI)~+,) quel que soient 
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q, w E Cm(M). En fait P’ = A - Y + c - div Y. Considbons 1 > 11 div Ylla, et 
u E C(M)* orthogonal a (A - P)S pour tout fE C”O(A4). 
Considerant v comme une densiti distribution sur M, v satisfait a 
l’equation (A - ‘P) v = 0. &ant don&, x carte de M, l’image vX de v par x 
satisfait a l’equation (A - ‘(P,)) vX = 0, ou P, denote l’image de P par x. Par 
hypoellipticite de P,, vX est une densite de classe Cm sur l’image de x quel 
que soit x carte de M. Done v est une densite C”. v s’ecrit done v = Fv, ou 
v’E C”(M). De plus 'Pv = (P'f) 17, done v’ verifie l’equation (A - P') v'= 0. 
Par compacitt de M et dissipativiti locale de l’operateur local associe 1 
P' - /Idiv YJI, suit F= 0. Done v = 0 et par le theoreme de Lumer-Phillips 
suit A, pregenerateur d’un s.g. a contraction; par maximalitt des generateurs 
(/I,)- =A,. 
Montrons que tout ouvert G distinct de A4 tel que G soit une variefe 
compacte a bord est (A-- I)-regulier et Cauchy regulier pour 2. Soit 
fe .X+(G) et 7 son extension par 0; done SE Ct (M). Par A, generateur 
dissipatif, il existe g E D(xM) tel que (A- 1) g =x Soit rp la restriction de g - - 
a la frontiere de G. Par le lemme 1.3, il existe u fonction continue sur G, A- 
derivable dans G telle que UI ac;=q et (A- l)u=O. Posant g’=glc--&. 
on a g’ E C,(G) f?D(& G) et (A-- 1) g’ =f: Done l’image de (1 --A,) est 
dense dans C,(G) (en fait egale a C,,(G)) et G est Cauchy regulier pour A. 
I1 nous reste a voir que l’operateur “P pris au sens des distributions” est 
contenu dans A. Soit U E W(M) et fE C(U) telle que Pf pris au sens des 
distributions appartient a C(U) et V un ouvert relativement compact dans U. 
Soit 8 E Zt (U) egale a 1 sur un voisinage de v. Soit G E @p,(U) tel que 
supp Bc G et G sous-varieti compacte i bord de U, G &ant Cauchy- 
regulier, il existe u E D(A,) tel que (I-- 1) u = 19(Pf-f)lc. En particulier, 
(P- ~NIY-flY)=O au sens des distributions et done par hypoellipticite de 
P- 1, z&,-flvE Cm(V). D one flY = (fly - uly) + uly E D(& V). L’ope- 
rateur A &ant semi-complet et VE e",(U) &ant arbitraire, il s’en suit 
fE D(A, U). 
Le point (iv) resulte bien-entendu du point (iii) et du Theoreme 1.2. 
Q.E.D. 
2. LES R~SULTATS 
Le resultat qui suit est l’extension de la proposition 1.4 aux varietes 
quelconques, i.e., aux varittis non nicessairement compactes. Rappelons les 
notations essentielles: M est une variete de classe C” et de dimension d telle 
que l’espace topologique sous-jacent soit de Hausdorff et a base denombrable 
de topologie; P est un operateur differentiel elliptique d’ordre deux a coef- 
ficient C” et reels sur A4 avec Pl < 0. Par A on designe l’operateur local 
associe i P, i.e., pour V ouvert non vide de M, A ’ est l’opirateur dans C(V) 
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defini par D(A”) = Cm(V) et A “f = Pf pour tout fe D(A “). L’operateur 
A_= w7l WY(M) est un operateur local, localement dissipatif. On designe par 
A sa ferneture locale. Par le Theoreme 1.1 x est un operateur local, reel, 
localemen: dissipatif, localement ferme, semi-complet qui prolonge A. 
Rappelon!, que pour V E B(M), xv est la plus grande restriction de 6” qui 
opbe dan i l’espace de Banach C,( I’) des fonctions continues sur V a valeurs 
complexes nulles i l’inlini. 
2.1. TH~OR~ME. Dans le cadre decrit ci-dessus, on a les proprie’tb 
suivantes: 
(i) A est egal a P “pris au sens des distributions,” i.e., pour 
U E b(M 1 et f E C(U), f est A-derivable dans U ssi Pf est la distribution 
associee ti une fonction continue dans U; pour f E D(x, U), xf est le 
representont fonction continue de la distribution Pfi 
(ii) x posdde une famille exhaustive douverts Cauchy reguliers; 
(iii) le probkne de Cauchy correspondant a A (pose’ en norme 
untforme, avec valeur nulle au bord) est resoluble pour V E b(M) ssi il 
existe, rebztivement a 2, une barrike de Cauchy pour V. 
Preuve. Soit WE flc(M) et G E Fp,(M) contenant w tel que G soit une 
sous-varie te compacte a bord de M. Soit d le double de G; on sait [ 111 que 
G est une varitte de classe C”O compacte t que l’injection de G dans d est 
un plongement. Soit F un operateur elliptique reel du second ordre sur d a 
coelkien s C”O, pl < 0, et prolongeant la restrgtion de P i W. Notons A’ 
l’operateur local associe a p. Alors ,?’ = A ’ et A ” = 2” pour tout ouvert V 
de W. Pa- la proposition 1.4 suit alors que pour tout ouvert V de W, 2” est 
la plus gr mde restriction de l’operateur “P pris au sens des distributions” qui 
opere daits C(V) et {~v}VE4(W) p ossede une famille exhaustive d’ouverts 
Cauchy reguliers. La preuve de (i) et (ii) est complete, WE @P,(M) &ant 
arbitraire. La partie (iii) suit alors du Thioreme 1.2. Q.E.D. 
Concernant la regularite des s.g. solutions, on a tout d’abord le resultat 
suivant: 
2.2. PI:OPOSITION. Supposons le probleme de Cauchy resoluble pour V 
ouverf de M et nofons (T,) le s.g. engendre’ par Av. Alors pour tout f E C,(V) 
la fonctioa u definie sur I? +* x Vpar u(s, x) = (T,f)(x) est C” et solution de 
(a, - P) z = 0. 
Preuve. 11 nous faut tout d’abord definir Pw ou w est une distribution sur 
la varien: IR,* x V. I1 suffit pour cela de regarder P comme operateur 
differentil:l sur la variete IR +* x V et de poser Pw = ‘((tP)[p(R;XVj) W. On 
remarque alors que pour une densite de classe Cm a support compact de la 
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forme (p@rj~ avec q’E%(lR+) et YE@(V) on a (Pw,(p@yl)= 
(w, v, @ ‘Pw); dans 1 e premier (resp. second) membre de cette Cgalitt P est 
regard& comme operateur differentiel sur I?,* x V (resp. V). Now ferons de 
tels abus de notations saris mention dans la suite 
(3) 
De (3) et (4) suit 
=(&JYh@v). (4) 
(a, -P) u = 0 done u de classe C” dans R ,* x V par hypoellip- 
ticite de 8, -P. (5) 
Si f~ C,(V) on considke (f,) c D(ir,) telle que lif, -f]l + 0 (11 . 1) disigne 
la norme du sup d’apris notre convention). Alors u,: (s, x) F+ (T,f,)(x) 
converge uniformement vers U: (s, x) ++ (TJ)(x) done a fortiori au sens des 
distributions sur R t* x V. De (a, -P) u, = 0 suit alors (a, -P) u = 0 et l’on 
conclut comme en (5). Q.E.D. 
Plus diffkile est le problime de l’holomorphie des s.g. solutions. Du 
travail de Yoshida [ 181 il ressort, bien que celui-ci ne le fasse point 
remarquer, l’holomorphie du s.g. solution dans M, lorsque la variete M est 
compacte et meme, semble-t-il, du s.g. solution dans G lorsque G est une 
sous-varietb compacte a bord de M. Le resultat que nous donnons est plus 
tin, et s’applique i des domaines avec front&es irregulieres. Nous reprenons 
tres brievement au depart, l’approche de Yoshida, tout en faisant une 
economic de moyens: les seules parametrix que nous considerons sont celles 
de l’opirateur de la chaleur associe i l’operateur de Laplace-Beltrami sur 
une variete C”O compacte (sans bord). Pour l’etude de ces paramltrix, nous 
renvoyons B l’ouvrage de Berger et al. [2, pp. 204-2151 sur “le spectre d’une 
variete riemannienne.” Les notations en matiere de parametrix sont celles de 
121. 
Soit (M,g) une variete riemannienne C” compacte et connexe et q la 
densiti element de volume riemannien de (M,g). Notons A l’operateur de 
Laplace-Beltrami sur (M,g) et designons par A I’operateur local associe. 
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Notons (T’,) le s.g. engendre par A,. Par parametrix de l’operateur 
L = 8, - LI nous entendons une fonction C”O H sur M x M x R +* telle que 
(i) L,H (L2 = 8, -A,, A, voulant dire “A agissant sur la seconde 
variable”) se prolonge par zero en une fonction continue sur A4 X M X R + ;
(ii) lim,,,, H(m, -, s) = 6, pour .tout M E M au sens de la 
convergence vague; 
(iii) H satisfait l’estimi: SU~,,,~,,, su~pcM k, l(aWas) (A 4, s)l r(4) < 
co. De tclles fonctions existent (voir [2]) et l’on peut en construire de 
“meilleurz que l’autre” ceci voulant dire que L, H se prolonge par zero en 
une fonction plus regulitre sur M X M X I? + . 
Designant par K := L,H, q la densite element de volume riemannien et 
(T,) le s.1:. engendre par .&,, (P = A), on a les formules de representation 
integrales uivantes [ 181: 
(i) pour tout fE D(z,,,) et tout (p, S) E M X R :, 
P’sf)(~) = jMftd Hb 4, s> r(h) 
(ii) si l’on suppose que K prolong& par 0 est C’ sur M X M X R + , on 
a egalemt nt quel que soit (p, s) E M x R f 
L&, ~'J-)(P) = jMftq)(W)tp, 4, s) zl(&) 
De cette SIernitre, on deduit immediatement 
et par UII critere standard d’holomorphie (voir par exemple, “Butzer and 
Berens: Semi-groups and approximation,” p. 16, Springer, 1967) que (T,) est 
un s.g. holomorphe. Bien noter que le probleme ici aborde est celui de la 
g&ratio? d’un s.g. holomorphe dans l’espace de Banach C(M) muni de la 
norme dt suprtmum; le problime correspondant dans L *(M, g) est trivial et 
de solutil)n bien connue: la plus grande restriction de “A pris au sens des 
distributi sns” qui ophe dans L*(M, g) est un operateur self-adjoint negatif, 
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done par le thioreme spectral est le generateur d’un s.g. holomorphe borne 
dangle 7r/2 dans L’(M, g) (borne veut dire borne dans les sowsecteurs 
stricts et symetriques du demi-plan). Pour passer du laplacien au cas dun 
operateur elliptique reel P d’ordre 2 sur M, on va montrer que P est une 
perturbation Kato de A. Pour ce faire, nous utilisons le lemme suivant: 
2.3. LEMME. Soit Y une section C”O dufibre’ tangent au-dews de M (M 
compacte saris bord) et A l’ophateur local associe d Pop&ateur de Laplace- 
Beltrami sur (M, g). Alors 
(i) quel que soitfE D(XM),fE C’(M); 
(ii) pour tout E > 0, il existe k, > 0 tel que pour tout f E D(A,) 
II VII G E ll&fll + k Ml (06 II * II = II * II,>. (6) 
Preuve. On commence par Ctablir (6) pour fE Cm(M). Utilisant les 
coordonnles locales, les estimtes interieures (du type WzVp avec p > d) 
d’Agmont-Douglis-Nirenberg et les theorimes d’injection de Sobolev 
(WzVp(D2) 4 Cl@,), D,, D, E @(iRd) avec 0, c D,, lorsque p > d) on 
montre que pour tout U E b(M) demaine de carte et tout K compact 
contenu dans U, il existe quel que soit E > 0 une constante k: > 0 telle que 
pour tout fE Cm(M) 
II V-II co,K G e Ilb-llm.u + k: Ilfllco.o~ (7) 
Considerons alors U,, G,, U,, G, ,..., Up, G, tels que Gi E @(Vi), Ui 
domaine de carte (i = l,...,p) (p E M\(O), mis a part cela quelconque) et 
Ufz,Gi=M. De (7) applique a chaque (Vi, Gi) et posant k, = 
SUplcicp k’,(Ui, Gi) suit (6) quel que soitfE C”O(M), 
Considerons maintenant le cas general: fE D(A,). 11 existe une suite 
(&) c Cm(M) telle que IIf, -fll + 0 et IIAf, - zJll--) 0 car ,&, = (A,)-. Par 
(6) la suite (Yf,) est de Cauchy dans C(M), d’ou Yf pris au sens des 
distributions est dans C(M) et Yf,, converge uniformement vers Yf lorsque 
n + co. Par (6) applique a la suite df,) et passage a la limite, on obtient 
II V-II G 6 II&-II + kc llfll . 
De Yf pris au sens des distributions appartient a C(M) quel que soit Y 
section C” du libre tangent suitfE C’(M). Q.E.D. 
Soit done M une variitb C” compacte t connexe, et P un operateur ellip- 
tique reel d’ordre 2 sur M a coeflkients de classe C” avec Pl < 0, et A 
l’operateur local associe. Soit g la structure riemannienne associee i P au 
sens de la proposition 1.4; P s’ecrit sous la forme P = A + Y + c oti A est le 
laplacien sur (M,&, Y une section C” du fibre tangent et c = Pl. Par le 
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lemme 2.3 et le classique Theoreme de perturbation Kato [ 13, p. 2531, x,,, 
restreint 1 l’espace vectoriel des fonctions continues sur M ayant un 
laplacien distribution continu est generateur d’un s.g. holomorphe dans 
l’espace dc Banach C(M) muni de la norme uniforme. Par maximalite des 
gbnbateur i et dissipativite de & suit alors que xM est un generateur et que 
son domaine est l’espace des fonctions continues sur M a Laplacien 
distribution continu. 
Pour passer du global au local, i.e., de M a un sous domaine, il suffit 
d’utiliser 11: resultat suivant de l’auteur [lo]: 
2.4. TH~OR~ME. Soit A un operateur local sur R espace localement 
compact ((ie Hausdorff a base denombrable de topologie) satisfaisant aux 
hypotheses du Theoreme 1.2. Soit V E c”(0) tel que le probleme de Cauchy 
soit resoluble dans V. Supposons le probleme de Cauchy resoluble dans R 
avec un s.g. solution holomorphe. Alors le s.g. solution dans V est 
holomorphe. 
Le The&me 2.4 montre que la propried d’holomorphie st en quelque 
sorte, heriditaire vers le bas. Utilisant ce fait et la technique de “double 
dune vari& compacte a bard” du Theoreme 2.1 on obtient 
2.5. THI~OR~ME. Soit M une variete de classes C” separee et separable. 
Soit P un operateur dijJferentie1 reel elliptique d’ordre 2 sur M tel que PI < 0 
et soit A 1 operateur local associe. Alors pour V E @(M) sont equivalents 
(i) il existe, relativement a 2, une barriere de Cauchy pour V; 
(ii) le probleme de Cauchy correspondant a 2 est resoluble dans V; 
(iii) le probleme de Cauchy correspondant a 2 est resoluble dans V 
avec un s.q. solution holomorphe. 
On pet t aussi montrer que l’operateur local .Z est semicompact, ceci 
voulant dire que pour tout V, WE et(M) tels que v c W et tout ensemble F
de fonctions A-derivables dans W tel que supfEs(]l f 11 + ljxf I]) < co implique 
{f Iv;f E -T} est precompact dans C(v). 11 suffit de montrer qu’un tel 
ensemble est sequentiellement compact et cette propriite est clairement de 
nature locale. On peut done travailler dans un domaine de carte. On r&out le 
probleme ramene dans un ouvert de IRd, en appliquant les estimees 
inttrieure: d’Agmon-Douglis-Nirenberg et le theoreme de Rellich- 
Kondrachw. L’interCt de la propriete de semi-compacite st qu’elle permet 
“d’assoup ir” la condition de barriere de Cauchy du Thtoreme 1.2 de la 
maniere suivante: Considerant le cadre du Thtoreme 1.2 et disignant par 
aV* la frontike de V prise dans un compactifie de M, nous dirons que h est 
une barrit:re de Cauchy, dans V, au point x E 8V* ssi il existe K compact de 
V tel que h est dtfinie, strictement positive, et (x - 1)-surharmonique dans 
v\K (i.e. (1 - 2) h > 0) et lim,,, h(y) = 0. Supposant de plus 2 semi- 
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compact, on peut dans la condition suffkante du Theorime 1.2 remplacer la 
condition de barrike de Cauchy par l’existence d’une barriere de Cauchy au 
point x, pour tout point x de W*. Ceci se voit saris peine lisant la preuve de 
la condition sufisante du Theoreme 1.2. 
Pour la commoditt du lecteur, nous resumons les Thdoremes 2.1 et 2.5 et 
la proposition 2.2 en termes plus classiques. 
2.6. TH~OR~ME. Soit M une variete’ de classe C”O separee et separable. 
Soit P un operateur dtflerentiel reel elliptique lfordre 2 sur M tel que P1 < 0. 
Pour V ouvert de M, notons C,(V) respace de Banach des fonctions 
continues sur V, nulles au point a l’inj%i du compacttjk! d’Alexandroflde V, 
muni de la norme du supremum. Dans cet espace de Banach, considerons les 
operateurs A, (resp. A,) d&finis par 
D(A,) = {fE C,(V) n Cm(V); WE C,(V)1 
resp. D&&J = 
1 
f E C,(V); 2 E C,,(V), VP E WV): /g(x) &ix) 
et AYf = Pf (resp. x”f = g). 
Alors sont equivalents: 
(i) Xr est generateur dun semi-groupe (d contraction); 
(ii) A, est prPgPn&ateur dun semi-groupe laissant son domaine 
invariant; 
(iii) pour tout fE D(A,) if existe une et une seule fonction u,.: R, + 
D(A,) telle que uf E C1 (IR + ; C,(V)) et (duddt)(t) = A ,(u,(t)) pour tout 
t E R + ainsi que ur,+ 0 uniformement sur tout compact de R + pour toute 
suite (f,) c D(A,) tendant vers 0 dans C,,(V); 
(iv) meme enonce que (iii) en remplaqant A, par x,; 
(v) il existe K compact contenu dans V et h fonction continue stric- 
tement positive dans v\K nulle au point a l’infini de V telle que la 
distribution (1 - P) h possede un representant continu non negatij’dans v\K; 
(vi) pour tout x E aV*, ‘V* designant V regard& comme ouvert dans 
-3 un compactifie’ A4 de M, il existe K compact de V et h fonction continue 
strictement positive dans v\K telle que (1 - P) h possdde un representant 
continu non negatifdans v\K et limyE,,,,, h(y) = 0. 
Si l’une des conditions equivalentes (i)--(vi) est vPrtj?ee alors 
(i) XV = (Ay)-; 
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(ii) pou_’ tout fE D@,), t+(t) = TJ, ou (Tt) designe le semi-groupe 
engendre’ 1 Jar A r; 
(iii) pour toutfE C,(V) lafinction u: R,* x V-r C: (s, x) t-+ (TJ)(x) 
est de cla ;se C” et solution classique de (a, -P) u = 0. 
Si de plus V E et(M), alors les conditions Pquivalentes (i)-(vi) ci-dessus sont 
aussi equrvalentes d 
(vii) 2, est generateur dun semi-groupe holomorphe. 
Rappel Ins qu’un semi-groupe holomorphe est un particulier regularisant, 
i.e., VJE 17,(V), PJE D(xv) et ((d/dt) P.f)(t) = A,(P,f) pour tout t > 0. 
Nous appliquons maintenant le Theo&me 2.6 aux varidtes riemanniennes 
completes implement connexes a courbure sectionnelle negative, recapturant 
ainsi un rtsultate bien connu de [ 1, 15, 171. 
2.7, TI&OR&ME. Soit (M, g) une variete riemannienne connexe 
simplemetrt connexe 6 courbure sectionnelle negative et n sa densite’ element 
de volume? riemannien. Soit A Poperateur de Laplace-Beltrami sur M et A, 
Poperateur induit duns respace de Banach C,(M), i.e., D(A,) = 
{fE C&Z) n Cm(M); AfE C,(M)} et A,: D(A,) + Co(M):+ Af. Alors 
A, est p*t!gt!nerateur dun semi-groupe laissant son domaine invariant et 
(f, h) E (I,,,)- ssif, h E C,,(M) et s,+, hqn(dx) = l,fAqn(dx) quel que soit cp 
fonction c’e classe C” a support compact. 
Preuve Soit m E M. On sait alors que exp, est partout dtfinie sur T,M 
et est un tiiffeomorphisme de T,,,M sur M. Considirons h: M\{m) -+ R +*: p w 
e-d(m,p). Nous allons montrer que h est une barriere de Cauchy pour M. 11 
est clair que h > 0 et M &ant complete par hypothese le theoreme de 
Hopf-Rir.ow entraine que h est nulle i l’intini. Montrons que (1 -A) h > 0. 
Soit (lr, q) une carte de {x E T,M; g,(x, x) = 1). On obtient une carte IJ 
de 1’ouvl:rt o= exp,({x E T,,,M\{O}; x/llxll E U}) en posant pour tout 
PE 0: 
W(P) = ( IlexP~‘Pllg,7 cp ( exp”p )) - llexp~‘pll,m 
On a v(rl) = I?,* x o(U); ~(0) est done un cylindre de IRd (d = dim M) de 
base v(U). L’expression de h dans cette carte est tres simple: 
(h 0 t+-‘)(x,, x2 ,..., xd) = e-‘I, 
d’oii dan; ce systeme de coordonnees 
(Ah: 0 Y--(x,,x2,...rxd) 
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Mais l’hypothise sur la courbure entraine [ Gu] : 
q/b v/-‘1 >. 
ax, ” 
d’oti (1 -A) h > 0 dans 0. Mais (U, p) &ant une carte arbitraire de la sphke 
de l’espace uclidien T,,,M, il s’en suit (1 - A) h > 0 partout sur 1M\{m}. 
Q.E.D. 
Dans le cas du demi-plan de Poincard H = ((x, y) E R*; y > O} et 
g: I?* + (lR*)* @ (lR*)*: (X,Y) - WY*)@@, 0 43 + @2 0 a21 
(p,:lT?*4R:xbxi; i = 1,2) de la connaissance explicite de la solution 
fondamentale, telle que mention&e par McKean [5] suit aiskment que le s.g. 
engendrt par l’opkrateur de Laplace-Beltrami dans C,(H) est holomorphe. 
On peut obtenir la formule de McKean pour la solution fondamentale n 
calculant la rksolvante comme dans [6, Chap. XIV, Sect. 31 et ensuite par 
transform&e de Laplace inverse en dkduire l’expression de la solution fon- 
damentale. 
Dans le cas gCnlra1, nous ne savons pas si le s.g. solution sur C,(M) est 
holomorphe. 
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